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Задача Коши для уравнения колебания балки 

 

Одинаев Pашид Pахимович 

Аннотация: В данной статье рассматриваются задача Коши для 

уравнения колебания балки, которая является значимым объектом в 

инженерных и научных исследованиях. В этом статье исследуется задача 

о колебаниях бесконечной балки в произвольный момент времени 𝑡 >  0 

после начального возмущения (при 𝑡 =  0).   

.Ключевые слова: задача Коши, свободные колебания, вынужденные 

колебания, методы анализа, результаты, обсуждение, заключение, 

предложения. 

Многочисленные задачи о колебаниях стержней, балок и пластин, 

имеющие важные приложения в строительной механике, приводят к 

уравнению в частных производных четвертого порядка  

𝐿𝑢 ≡  𝑢𝑡𝑡  +  𝛼2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0,                                   (1) 

𝛼 =  𝐸𝐽/(ջ𝑆) где ջ - линейная плотность однородной балки, 𝑆 — 

площадь поперечного сечения, 𝐸 — модуль Юнга материала, 𝐽 — момент 

инерции поперечного сечения относительно его Горизонтальная ось. 

Уравнение (1) называется уравнением колебаний балки. 

Теория колебаний стержней, балок и пластин (даже в ее упрощенном 

варианте без учета маловажных характеристик) сложнее теории колебаний 

идеально упругих струн, в частности потому, что при решении волнового 

уравнения 𝑢𝑡𝑡  − 𝛼2𝑢𝑥𝑥  =  0 представляют собой суммы двух бегущих 

волн, распространяющихся без изменения формы в противоположных 

направлениях со скоростью a (которая является постоянной в волновом 

уравнении), это не так для уравнения (1), где постоянная α не может 

трактоваться как какая-либо скорость, скорость распространения зависит от 

длины волны. 
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В настоящей работе исследуется задача о колебаниях бесконечной 

балки в произвольный момент времени 𝑡 >  0 после начального 

возмущения (при 𝑡 =  0).  

Рассмотрим уравнение (1) в полуплоскости  

𝑄 =  {(𝑥, 𝑡) ∶ 𝑡 > 0, 𝑥 ∈  𝑅}. 

Начальная задача (задача Коши). Найдите функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), 

удовлетворяющую условиям 

𝑢(𝑥, 𝑡)  ∈  𝐶𝑥,𝑡
4,2𝑄 ∩ 𝐶𝑡

1(𝑄 ∪ {𝑡 =  0})  ∩ 𝐶(𝑄̅)                  (2) 

           𝐿𝑢(𝑥, 𝑡)  ≡  0,         (𝑥, 𝑡)  ∈  𝑄,                                       (3) 

𝑢(𝑥, 0)  =  𝜑(𝑥),      𝑢𝑡 (𝑥, 0)  =  𝜓(𝑥),      𝑥 ∈  𝑅,                        (4) 

где 𝜑(𝑥) и 𝜓(𝑥) — заданные достаточно гладкие функции. 

Переходим к построению решение задачи (2)–(4) в явном виде и 

доказываем его существование. 

Согласно классификации дифференциальных уравнений высших 

порядков уравнение (1) является уравнением параболического типа на всей 

плоскости переменных (𝑥, 𝑡), а линии 𝑡 =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 являются его 

характеристиками. Решение задачи (2)–(4) в полуплоскости Q построим 

методом Фурье по аналогии с решением задачи о распространении тепла в 

бесконечном пучке, т. е. задачи Коши для уравнения теплопроводности. 

           Сначала найдем частные решения уравнения. (1) в виде 

𝑢(𝑥, 𝑡)  =  𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡).              (5) 

Подставим выражение (5) в уравнение (1), разделим переменные и 

получим 

𝑋𝐼𝑉   (𝑥)  +  𝜇𝑋(𝑥)  =  0, 𝑥 ∈  𝑅,                         (6) 

𝑇"(𝑡)  − 𝑎2𝜇𝑇 (𝑡)  =  0,    𝑡 >  0.                        (7) 

Далее, мы принимаем µ =  −𝜆4 в уравнениях. (6) и (7) и построить 

их общие решения  

𝑋(𝑥)  =  𝛼3 𝑐ℎ(𝜆𝑥) + 𝛼4 𝑠ℎ(𝜆𝑥) + 𝛼1 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥) + 𝛼2 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥),        (8) 
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𝑇(𝑡)  =  𝛽1 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜆2𝑡) + 𝛽2𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜆2𝑡),                    (9) 

где 𝛼𝑖 и 𝛽𝑗 — произвольные константы. Параметр λ в формулах (8) и 

(9) остается совершенно произвольным, поскольку отсутствуют граничные 

условия. 

Используем соотношения (8) и (9) для построения частных решений 

(5) вида 

𝑢𝜆
(1)

 (𝑥, 𝑡) = cos(𝛼𝜆2𝑡) [𝑎(𝜆) cos(𝜆𝑥) + 𝑏(𝜆) sin(𝜆𝑥)],   (10) 

𝑢𝜆
(2)

 (𝑥, 𝑡) =
1

𝛼𝜆2
sin(𝛼𝜆2𝑡) [𝑎(𝜆) cos(𝜆𝑥) + 𝑏(𝜆) sin(𝜆𝑥)]                (11) 

с произвольными функциями 𝑎(𝜆) и 𝑏(𝜆).  

Интегрирование тождества (10) по параметру λ дает решение 

𝑢1(𝑥, 𝑡) = ∫ cos(𝛼𝜆2𝑡) [𝑎(𝜆) cos(𝜆𝑥) + 𝑏(𝜆) sin(𝜆𝑥)]
+∞

−∞
𝑑𝜆   

 (12) 

уравнения (1) при условии, что этот несобственный интеграл 

сходится равномерно и может быть продифференцирован под знаком 

интеграла два раза по t и четыре раза по x. 

Возьмем функции 𝑎(𝜆) и 𝑏(𝜆) такие, что функция 𝑢(𝑥, 𝑡)  =  𝑢1(𝑥, 𝑡) 

удовлетворяет первому начальному условию в (4). Функция (12) 

удовлетворяет этому условию, если 

𝜑(𝑥) = ∫ [𝑎(𝜆) cos(𝜆𝑥) + 𝑏(𝜆) sin(𝜆𝑥)] 𝑑𝜆
+∞

−∞
        

(13) 

Интеграл в правой части (13) совпадает с интегралом Фурье от 𝜑(𝑥), 

если 

𝑎(𝜆) =
1

2π
∫ 𝜑(ξ)cos(λξ)dξ

+∞

−∞
     и   𝑏(𝜆) =

1

2π
∫ 𝜑(ξ)𝑠𝑖𝑛(λξ)dξ

+∞

−∞
    (14) 

Подставим выражение (14) в соотношение (12) и получим 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
1

2π
∫ cos(𝛼𝜆2𝑡)

+∞

−∞

𝑑𝜆 ∫ 𝜑(ξ)cos(λ(ξ − 𝑥))dξ
+∞

−∞
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=
1

π
∫ cos(𝛼𝜆2𝑡)

+∞

−∞

𝑑𝜆 ∫ 𝜑(ξ)cos(λ(ξ − 𝑥))dξ
+∞

−∞

 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
1

π
∫ 𝜑(ξ)dξ

+∞

−∞
∫ cos(𝛼𝜆2𝑡) cos(λ(ξ − 𝑥))

+∞

−∞
𝑑𝜆     (15) 

Внутренний интеграл в правой части (15) можно вычислить по 

формуле 

∫ cos(𝑎2𝑥) cos(𝑏𝑥) 𝑑𝑥 =
1

2
√

π

2a
(𝑐𝑜𝑠

𝑏2

4𝑎
+ 𝑠𝑖𝑛

𝑏2

4𝑎
)

+∞

0

 

 

где а >  0 и 𝑏 — константы; тогда мы получаем 

∫ cos(𝛼𝜆2𝑡)cos(λ(ξ − 𝑥))
+∞

0

𝑑𝜆 =
1

2
√

𝜋

2𝑎𝑡
 (𝑐𝑜𝑠

(ξ − 𝑥)2

4𝑎𝑡
+ 𝑠𝑖𝑛

(ξ − 𝑥)2

4𝑎𝑡
) = 

=
1

2
√

𝜋

𝑎𝑡
 𝑠𝑖𝑛 [

(ξ − 𝑥)2

4𝑎𝑡
+

𝜋

4
] 

Заменим внутренний интеграл в (15) полученным выражением и 

получим 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎𝑡
∫ 𝜑(ξ)𝑠𝑖𝑛 [

(ξ−𝑥)2

4𝑎𝑡
+

𝜋

4
] dξ

+∞

−∞
       (16) 

теперь делаем замену переменных 
ξ−𝑥

2√𝑎𝑡 
= η в (16) и получаем 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
1

√𝜋
∫ 𝜑(ξ + 2η√𝑎𝑡)𝑠𝑖𝑛 [η2 +

𝜋

4
] dη

+∞

−∞
                (17) 

Если функция φ (ξ) абсолютно интегрируема на (−∞, +∞), то 

несобственный интеграл (17) сходится равномерно при 𝑡 ≥  0 и 𝑥 ∈  𝑅. 

Тогда переходим к пределу при 𝑡 →  0 +  0 в представлении (17) и 

получаем 

lim
𝑡 → 0 + 0 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =  𝜑(𝑥)       (18) 

при условии, что 

1

√𝜋
∫ 𝑠𝑖𝑛 [𝜂2 +

𝜋

4
] 𝑑𝜂

+∞

−∞
= 1    (19) 

Несобственный интеграл (19) можно вычислить по формулам  

∫ {
sin(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)

cos(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)
} 𝑑𝑥 =

+∞

0

1

2
√

𝜋

2𝑎
cos (

𝑏2

4𝑎
∓ 𝑠𝑖𝑛

𝑏2

4𝑎
) , 𝑎 > 0 ,       (20) 
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∫ {
sin (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)

cos (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)
} 𝑑𝑥 = √

𝜋

𝑎
{
sin 𝑑 
cos 𝑑

}
+∞

−∞
,                 (21) 

 

где 𝑎, 𝑏 и 𝑐 — константы, 𝑑 =
𝜋

4
+

𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
  и а > 0; к сожалению, эти 

формулы неверны. В связи с этим вычислим интегралы в левой части (20) и 

(21). Во-первых, мы используем неопределенный интеграл (1.5.53.9) из 

[2.41, с. 240] и обратите внимание, что 

∫ {
sin (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)

cos (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)
} 𝑑𝑥 = √

𝜋

2𝑎
[(

2𝑎𝑥+𝑏

2√𝑎
)

2

] 𝑐𝑜𝑠𝑑̃ ±

𝐶 [(
2𝑎𝑥+𝑏

2√𝑎
)

2

] sin 𝑑̃  (22) 

где 𝑑̃ =
4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
, 𝑎 >0  и функции 

𝑆(𝑧) =
1

2𝜋
∫

sin 𝑡

𝑡̅
𝑑𝑡  и    𝐶(𝑧) =

1

2𝜋
∫

cos 𝑡

𝑡̅
𝑑𝑡 

𝑧

0

𝑧

0

 

 

являются интегралами Френеля. Тождество (22) можно доказать 

прямым дифференцированием. Теперь учтем формулы (22) и вычислим 

интегралы 

∫ {
sin (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)

cos (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)
} 𝑑𝑥 = √

𝜋

2𝑎
{

1

2
(𝑐𝑜𝑠𝑑̃ + sin 𝑑̃)}

+∞

0
− 𝑆(

𝑏2

4𝑎
)𝑐𝑜𝑠𝑑̃ ∓

𝐶(
𝑏2

4𝑎
) sin 𝑑̃                         (23) 

Заметим, что формула (23) при 𝑐 = 0 не совпадает с (20). 

Воспользуемся формулой (23) и вычислим интегралы в левой части (21) 

∫ sin (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 𝑑𝑥
+∞

−∞

= ∫ sin (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 𝑑𝑥 +
+∞

0

∫ sin (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 𝑑𝑥 =
+∞

0
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√
𝜋

2𝑎
{

1

2
(𝑐𝑜𝑠𝑑̃ + sin 𝑑̃) − 𝑆 (

𝑏2

4𝑎
) 𝑐𝑜𝑠𝑑̃ − 𝐶(

𝑏2

4𝑎
) sin 𝑑̃  } = 

 

√
𝜋

𝑎
{(sin( 𝑑̃ +

𝜋

4
) − √

𝜋

2𝑎
[𝑆 (

𝑏2

4𝑎
) 𝑐𝑜𝑠𝑑̃ + 𝐶(

𝑏2

4𝑎
) sin 𝑑̃ ]}     (24) 

 

∫ cos  (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 𝑑𝑥 =
+∞

−∞
√

𝜋

𝑎
{(cos( 𝑑̃ +

𝜋

4
) − √

𝜋

2𝑎
[𝑆 (

𝑏2

4𝑎
) 𝑐𝑜𝑠𝑑̃ +

𝐶(
𝑏2

4𝑎
) sin 𝑑̃ ]  }      (25) 

Отметим, что формулы (24) и (25) также отличаются от (21). 

Теперь воспользуемся формулой (24) для 𝑎 =  1, 𝑏 =  0 и 𝑐 =
𝜋

4
 и 

найдем, что выполняется соотношение (19). 

Покажем, что   

lim
𝑡 → 0 + 0 

𝑢1𝑡(𝑥, 𝑡) =  0,   𝑥 ∈  𝑅 

Если вычислить производную по переменной 𝑡 в (15), а затем 

устремить 𝑡 к нулю, то внутренний интеграл в правой части расходится, хотя 

может показаться, что он стремится к нулю при 𝑡 → 0 Таким образом, 

находим производную по формуле (17) 

𝑢1𝑡(𝑥, 𝑡) = √
𝑎

𝜋𝑡
∫ 𝜑′(𝑥 + 2𝜂√𝑎𝑡)𝜂 sin (𝜂2 +

𝜋

4
)

+∞

−∞

𝑑𝜂 = 

√
𝑎

𝜋𝑡
[−

1

2
cos (𝜂2 +

𝜋

4
) 𝜑′(𝑥 + 2𝜂√𝑎𝑡)|−∞

+∞ + √𝑎𝑡 ∫ 𝜑′(𝑥 +
+∞

−∞

2𝜂√𝑎𝑡)𝜂 cos (𝜂2 +
𝜋

4
) 𝑑𝜂]                 (26) 

Если 𝜑′(±)  =  0, то отсюда следует, что 

𝑢1𝑡(𝑥, 𝑡) =
𝑎

√𝜋
∫ 𝜑′(𝑥 + 2𝜂√𝑎𝑡)𝜂 cos (𝜂2 +

𝜋

4
) 𝑑𝜂

+∞

−∞
               (27) 

Если функция 𝜑′′(𝑥) абсолютно интегрируема на (− ,+ ), то интеграл 

(27) сходится равномерно при всех 𝑥 ∈ 𝑅 и 𝑡 → 0. Перейдем к пределу при 

𝑡 → 0 + 0 в представлении (27) и получаем 
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lim
𝑡 → 0 + 0 

𝑢1𝑡(𝑥, 𝑡) =
𝑎𝜑′′(x)

𝜋
∫ cos (𝜂2 +

𝜋

4
) 𝑑𝜂

+∞

−∞

 , 

так как несобственный интеграл в этом соотношении равен нулю в 

силу формулы (25) при 𝑎 =  1, 𝑏 =  0 и 𝑐 =  𝜋/4. 

Лемма 2.1. Функция 

𝐺1(𝑥, 𝑡, ξ) =
1

2√𝜋𝑎𝑡
𝑠𝑖𝑛 [

(ξ−𝑥)2

4𝑎𝑡
+

𝜋

4
]                                    (28) 

имеет следующие свойства. 

(а) 𝐺1(𝑥, 𝑡, ξ) ∈  C∞(Q). 

(б) Это решение уравнения (1) в области Q. 

(c) Оно стремится к бесконечности при 𝑡 → 0 + 0. 

(г)∫ 𝐺1(𝑥, 𝑡, ξ)
+∞

−∞
dξ = 1    

Доказательство этих свойств осуществляется прямой проверкой на 

основе соотношения (28). 

По аналогии с уравнением теплопроводности функцию (28) можно 

назвать первым фундаментальным решением уравнения колебаний балки. 

Из предыдущего рассуждения следует, что справедливо следующее 

утверждение. 

Лемма 2.2. Если функция 𝜑(𝑥)  принадлежит пространству 𝐶2(𝑅) и 

функции 𝑥4𝜑(𝑥) и 𝜑"(𝑥) абсолютно интегрируемы на (− , +), то функция 

𝑢1(𝑥, 𝑡), определяемая формулой (17), удовлетворяет условиям (2), (3), (18), 

(26) и ограничена в полуплоскости Q. 

Далее строим вторую часть решения задачи Коши 

𝑢2(𝑥, 𝑡) = ∫
1

𝛼𝜆2

+∞

−∞
𝑠𝑖𝑛(𝛼𝜆2𝑡)[𝑎(𝜆) 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥)  +  𝑏(𝜆) 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥)]𝑑𝜆       

(29) 

по выбору (11) доступность производственной от умножения 

𝑢2𝑡(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑐𝑜𝑠
+∞

−∞
(𝛼𝜆2𝑡)[𝑎(𝜆)𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥) +  𝑏(𝜆)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥)]𝑑𝜆,       (30) 

что совпадает с решением (12). Потребуем, чтобы функция (30) 

удовлетворяла второму условию в (4), и действуем аналогично 
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предыдущему, находя произвольные функции 𝑎(𝜆) и 𝑏(𝜆) по формулам (14) 

с функцией 𝜑(𝑥) заменяется на 𝜓(𝑥). Тогда функция (29) принимает вид 

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑎
∫ 𝜓(ξ)𝑑ξ ∫

1

𝜆2

+∞

−∞
𝑠𝑖𝑛

+∞

−∞
(𝛼𝜆2𝑡) cos(𝜆(ξ − 𝑥)) 𝑑𝜆 =

∫ 𝜓(ξ)𝐺2(𝑥, 𝑡
+∞

−∞
, ξ)dξ,            (31) 

где 

𝐺2(𝑥, 𝑡, ξ) =
1

𝜋𝑎
∫

1

𝜆2
sin(𝑎𝜆2𝑡) cos (

+∞

−∞
𝜆(ξ − 𝑥))𝑑𝜆.                (32) 

Воспользуемся уточненной формулой (см. [2.41, с. 431]) 

∫
1

𝑥2
sin(𝑎2𝑥) cos(𝑏𝑥) 𝑑𝑥 = √𝜋𝑎

+∞

−∞
sin (

𝑏2

4𝑎
+

𝜋

4
) +

𝑏𝜋

2
[𝑆 (

𝑏2

4𝑎
) −

𝐶 (
𝑏2

4𝑎
)] ,       𝑎 > 0   (33) 

для вычисления интеграла (32), 

𝐺2(𝑥, 𝑡, ξ) = √
1

𝜋𝑎
𝑠𝑖𝑛 [(

ξ − 𝑥

2√𝑎𝑡
)

2

+
𝜋

4
] +

ξ − 𝑥

2𝑎
{𝑆 [(

ξ − 𝑥

2√𝑎𝑡
)

2

] − 𝐶 [(
ξ − 𝑥

2√𝑎𝑡
)

2

]} 

(34) 

Лемма 3. Функция 𝐺2(𝑥, 𝑡, ξ) обладает следующими свойствами. 

(a) 𝐺2(𝑥, 𝑡, ξ)   ∈  𝐶∞(𝑄). 

(b) Это решение уравнения. (1) в области Q. 

(c) lim
𝑡 → 0 + 0 

𝐺2(𝑥, 𝑡, ξ) =  0, 

(d) 
𝜕𝐺2(𝑥,𝑡,𝜉)

𝜕𝑡
 =  𝐺1(𝑥, 𝑡, 𝜉). 

(e)∫
𝜕𝐺2(𝑥,𝑡,𝜉)

𝜕𝑡
𝑑𝜉

+∞

−∞
 =  1. 

Функцию 𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝜉) будем называть вторым фундаментальным 

решением уравнения колебаний балки. 

Сделаем замену переменных 
ξ−𝑥

2√𝑎𝑡
=  η  в интеграле (31) и получим 

𝑢2(𝑥, 𝑡) = 2√𝑎𝑡 ∫   𝜓 (𝑥 + 2√𝑎𝑡η)𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝑥 + 2√𝑎𝑡η )dη 

+∞

−∞

 

(35) 

где 
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𝐺2(𝑥, 𝑡, 𝑥 + 2√𝑎𝑡η )√
𝑡

𝜋𝑎
sin (η2 +

𝜋

4
) + η√

𝑡

𝑎
[𝑆(η2 − 𝐶(η2)] 

Из представления (35) следует, что если функция 𝜓(𝜉) абсолютно 

интегрируема на 𝑅, то 

lim
𝑡 → 0 + 0 

𝑢2(𝑥, 𝑡) =  0, x ∈ R                                             (36) 

поскольку интегралы Френеля 𝑆(𝜂2) и 𝐶(𝜂2) конечны для любого 

𝜂 ∈ 𝑅 и удовлетворяют условию 𝑆(+∞)  =  𝐶(+∞)  =  1/2. 
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