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Единственность решения нелокальной задачи по времени для 

уравнения колебаний балки 

 

Одинаев Pашид Pахимович. 

 

Аннотация: В данной статье рассматриваются Единственность 

решения нелокальной задачи по времени для уравнения колебаний балки, 

посвящен исследованию прямой задачи для колебания однородной балки 

конечной длины с нелокальными по времени условиями. Получены 

необходимое и достаточное условия существования решения прямой 

задачи. Доказана теорема единственности для уравнения колебания 

однородной балки с нелокальными по времени условиями.  

Ключевые слова: Единственность решения, нелокальной задачи, 

свободные колебания, вынужденные колебания, методы анализа, 

результаты, обсуждение, предложения. 

Рассмотрим балку длиной 𝑙, опирающуюся на концы. Под действием 

внешней силы 𝐺(𝑥, 𝑡), вынужденные изгибные поперечные колебания балки 

описываются уравнением четвертого порядка  

    𝜌 𝑆 𝑢𝑡𝑡 + 𝐸𝐽𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑄(𝑡)𝑢 = 𝐺(𝑥, 𝑡), 

где 𝜌 - плотность балки, 𝑆 - площадь поперечного сечения балки, 𝐸 - 

модуль упругости материала балки, 𝐽 - момент инерции поперечного 

сечения относительно горизонтальной оси и по всей длине поддерживается 

упругим основанием с коэффициентом жесткости 𝑄(𝑡).  

Разделив на 𝜌 𝑆 запишем это уравнение в следующим в виде: 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑞(𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡),   (𝑥, 𝑡) ∈  𝐷,                          (1) 

где 𝑎2 =  𝐸𝐽/𝜌 𝑆, 𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)/𝜌 𝑆 и 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡)/𝜌 𝑆. 

Уравнение (1) рассмотрим в прямоугольной области 

𝐷 = {(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤  𝑇}, 𝐷𝑇: = 𝐷, 
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где 𝑙 - длина балки, 𝑇 - временной интервал, с нелокальными 

начальными 

𝑢(𝑥, 0) + 𝛿1 𝑢(𝑥, 𝑇) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) + 𝛿2𝑢𝑡(𝑥, 𝑇) = 𝜓(𝑥),         (2) 

    𝜑(0) = 𝜓(0) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 

и граничными условиями 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 ≤  𝑡 ≤  𝑇.            (3) 

В задаче требуется определить 

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈  𝐶(𝐷) ∩ 𝐶𝑥,𝑡
4,2(𝐷)                                (4) 

удовлетворяющую равенствам (1)-(3) при положительных числах 𝛿1, 

𝛿2, и заданных чисел 𝑎, 𝑙, 𝑇 и достаточно гладких функций 𝑞(𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡), 

𝜑(𝑥), 

𝜓(𝑥). 

В уравнение (1) переносим слагаемое 𝑞(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) в правую часть 

уравнение и введем обозначение 𝐹(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) − 𝑞(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡). Таким 

образом получаем следующее уравнение 

    𝑢𝑡𝑡 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐹(𝑥, 𝑡).     (5) 

Для решение этого уравнения, воспользуемся методом разделения 

переменных, представив 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡). Рассмотрим решение задачи 

для случая отсутствия внешней силы 𝐹(𝑥, 𝑡) ≡ 0. Тогда разделяя 

переменные с учетом условий (4), получим спектральную задачу 

относительно функций 𝑋(𝑥): 

𝑋𝐼𝑉 + 𝜔 𝑋(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑙,       (6) 

    𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 𝑋′′(0) = 𝑋′′(𝑙) = 0.                             (7) 

Решая вышеприведенную спектральную задачу, найдем собственные 

функции 

    𝑋𝑘(𝑥) = √
2

𝑙
 𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑘  𝑥.                           (8) 

соответствующие собственным значениям 

𝜔𝑘 = −𝜇𝑘
4 = − (

𝜋𝑘

𝑙
)

4

, 𝑘 ∈ 𝑁. 
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Таким образом, построили систему собственных функций задачи (6), 

(7) по формуле (8). Эта система ортогональна и полна в пространстве 

𝐿2[0, 𝑙]. 

Исходя из этого решение задачи (1) - (4) будем искать в виде 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑘(𝑡)

∞

𝑘=1

𝑠𝑖𝑛𝜇𝑘  𝑥, 

(9) 

𝜇𝑘 =
𝜋𝑘

𝑙
, 

где 

𝑢𝑘(𝑡) = √
2

𝑙
∫ 𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑙

0

 𝑠𝑖𝑛𝜇𝑘 𝑥𝑑𝑥. 

(10) 

 

Применяя формальную схему метода Фурье и используя (1)-(2), 

получим 

𝑢𝑘
′′(𝑡) + 𝜆𝑘

2  𝑢𝑘(𝑡) = 𝐹𝑘(𝑡; 𝑞, 𝑢),                            (11) 

𝜆𝑘 = 𝑎𝜇𝑘
2, 𝑘 = 1,2, … ;      0 < 𝑡 ≤  𝑇, 

𝑢𝑘(0) + 𝛿1𝑢𝑘(𝑇) = 𝜑𝑘,   𝑢𝑘
′ (0) + 𝛿2𝑢𝑘

′ (𝑇) = 𝜓𝑘 ,   𝑘 = 1,2, …,         (12) 

где 

𝐹𝑘(𝑡; 𝑞, 𝑢) = 𝑓𝑘(𝑡) − 𝑞(𝑡)𝑢𝑘(𝑡),                                  (13) 

𝑓𝑘(𝑡) = √
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)

𝑙

0

𝑠𝑖𝑛𝜇𝑘  𝑥𝑑𝑥 

(14) 

𝜑𝑘 = √
2

𝑙
∫ 𝜑(𝑥)

𝑙

0

𝑠𝑖𝑛𝜇𝑘  𝑥𝑑𝑥, 𝜓𝑘 = √
2

𝑙
∫ 𝜓(𝑥)

𝑙

0

𝑠𝑖𝑛𝜇𝑘  𝑥𝑑𝑥, 𝑘 = 1,2, …. 

(15) 

Решение задачи (3.6)-(3.7) пишется следующим образом [2.44]: 
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𝑢𝑘(𝑡) =
1

𝜌𝑘(𝑇)
(𝜑𝑘(cos 𝜆𝑘𝑡 + 𝛿2 cos 𝜆𝑘(𝑇 − 𝑡)) +

𝜓𝑘

𝜆𝑘
(sin 𝜆𝑘𝑡

− 𝛿1 sin 𝜆𝑘(𝑇 − 𝑡))) + ∫ 𝐺𝑘(𝑡, 𝑠)𝐹𝑘(𝑠; 𝑞, 𝑢)𝑑𝑠
𝑇

0

 

(16) 

где 

𝜌𝑘(𝑇) = 1 + (𝛿1 + 𝛿2) cos 𝜆𝑘𝑇 + 𝛿1𝛿2,                          (17) 

Подставляя выражение (16) в (9), находим 𝑢(𝑥, 𝑡) классического 

решения задачи (1)-(4) равной 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ {
1

𝜌𝑘(𝑇)
 [(𝜑𝑘(cos 𝜆𝑘𝑡 + 𝛿2 cos 𝜆𝑘(𝑇 − 𝑡))

∞

𝑘=1

+
𝜓𝑘

𝜆𝑘

(sin 𝜆𝑘𝑡 − 𝛿1 sin 𝜆𝑘(𝑇 − 𝑡)))

+ ∫ 𝐺𝑘(𝑡, 𝑠)𝐹𝑘(𝑠; 𝑞, 𝑢)𝑑𝑠
𝑇

0

]} sin 𝜇𝑘𝑥 

(18) 

На основании полноты системы 𝑋𝑘(𝑥) в пространстве 𝐿2[0, 𝑙] можно 

доказать единственность решения задачи (1)-(4). Действительно, пусть 

существует различные функции 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡) - решения данной задачи. 

Тогда их разность 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡) есть решение однородной 

задачи (1)-(4), где 𝜑(𝑥) ≡ 0, 𝜓(𝑥) ≡ 0, 𝐹(𝑥, 𝑡) ≡ 0, то 𝜑𝑛 ≡ 0, 𝜓𝑛 ≡  0, 

𝐹𝑛(𝑡) ≡ 0 и из (16) получим 𝑢𝑘(𝑡) ≡ 0, что на основании (10) равносильно 

равенству 

∫ 𝑢(𝑥, 𝑡) sin 𝜇𝑘𝑥𝑑𝑥 = 0.

𝑙

0

 

В силу полноты системы 𝑋𝑘(𝑥) в пространстве 𝐿2[0, 𝑙] функция 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 почти всюду в [0, 𝑙] и при любом 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. Поскольку в силу 

условия (4), 𝑢 непрерывна на 𝐷, то 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0 на 𝐷. Тем самым, 

единственность решения задачи (1)-( 4) доказана. 
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