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Единственность решения начально-граничной задачи для 

уравнения колебания балки с коэффициентом жесткости при 

младшем члене 

 

Одинаев Pашид Pахимович. 

Аннотация: В данной статье рассматриваются «Единственность 

решения начально-граничной задачи для уравнения колебания балки с 

коэффициентом жесткости при младшем члене», рассматривается 

начально-краевая задача о поперечных колебаниях балки конечной длины с 

коэффициентом жесткости (постели) при младшем члене и доказывается 

теорема единственности для этой задачи. Для доказательства 

единственности решения воспользуется энергетическом неравенством.   

Ключевые слова: Единственность решения, начально-граничной 

задачи, свободные колебания, вынужденные колебания, методы анализа, 

результаты, обсуждение, заключение, предложения. 

В данном параграфе рассматривается начально-краевая задача о 

поперечных колебаниях балки конечной длины и доказывается теорема 

единственности для этой задачи  

Рассмотрим уравнение неоднородного колебания балки 

𝜌 𝑆 𝑢𝑡𝑡 + 𝐸𝐽𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + Λ(𝑥)𝑢 = Γ(𝑥, 𝑡)                              (1) 

где 𝜌  - линейная плотность балки, 𝑆 - площадь поперечного сечения, 

𝐸 - модуль упругости материала, 𝐽 - момент инерции сечения относительно 

своей горизонтальной оси, Λ(𝑥) - коэффициент жесткости основания 

(коэффициент постели), Γ(𝑥, 𝑡) - внешняя сила. 

Это уравнение можно записать в виде: 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐿(𝑥)𝑢 = 𝐺(𝑥, 𝑡),                           (2) 

где 𝑎2 =
𝐸𝐽

𝜌
𝑆, 𝐿(𝑥) =

Λ(𝑥)

𝜌
𝑆 и 𝐺(𝑥, 𝑡) =

Γ(𝑥,𝑡)

𝜌
𝑆 и 

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈  𝐶𝑥,𝑡
4,2(𝐷).                                       (3) 
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Уравнение (2) рассматривается в области 

𝐷 = {(𝑥, 𝑡):     0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 < 𝑇} 

где 𝑙 - длина балки, 𝑇 - временной интервал, с начальными 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙]                     (4) 

и граничными условиями 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0,     (заделка), 

𝑢𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,    (свободный конец) 0 ≤  𝑡 ≤  𝑇.       (5) 

В задаче требуется определить функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈

 𝐶𝑥,𝑡
4,2(𝐷), удовлетворяющую равенствам (2)-(5), при заданных чисел 𝑎, 𝑙, 𝑇 и 

достаточно гладких функций 𝐿(𝑥), 𝐺(𝑥, 𝑡), 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥). 

В уравнении (2) перенося слагаемое 𝐿(𝑥)𝑢 в правую часть введем 

обозначение 𝐹(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡) − 𝐿(𝑥)𝑢. Тогда получим: 

 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐹(𝑥, 𝑡)                                      (6) 

Для решения уравнения (6) с начальными (4) и граничными 

условиями (5) используем метод разделения переменных, представив 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) и получаем спектральную задачу относительно 𝑋(𝑥). 

Эта задача полностью исследована в работе. Приведем необходимые 

сведения из этой работы. Найдены 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

+ ∑ 𝑣𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

. 

𝜆_𝑛 = −𝑑𝑛
4  - собственные значения спектральной задачи, где    

𝑑𝑛 =
𝜋

𝑙
(𝑛 −

1

2
+ (−1)𝑛Θ𝑛) , Θ𝑛 = 𝑂 (

1

𝑛2
) 

𝑋𝑛(𝑥) = {
𝑎𝑛𝑐ℎ 𝑑𝑛  (𝑥 −

𝑙

2
) + 𝑏𝑛 sin 𝑑𝑛 (𝑥 −

𝑙

2
) ,      𝑛 = 2𝑘 − 1,

𝑐𝑛𝑠ℎ 𝑑𝑛  (𝑥 −
𝑙

2
) + 𝑓𝑛 cos 𝑑𝑛 (𝑥 −

𝑙

2
) ,      𝑛 = 2𝑘,

 

(7) 

- система собственных функций, где 
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𝑎𝑛 = 𝑠ℎ−1 (
𝑑𝑛𝑙

2
) , 𝑏𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 −1 (

𝑑𝑛𝑙

2
),  

 𝑐𝑛 = −𝑐ℎ−1 (
𝑑𝑛𝑙

2
) , 𝑓𝑛 = sin−1 (

𝑑𝑛𝑙

2
).       

Нормирую эту систему функций (7), получаем 

𝑌𝑛(𝑥) =
𝑋(𝑥)

||𝑋(𝑥)||
,      ||𝑋(𝑥)|| = {

√𝑙 𝑐𝑡ℎ (
𝑑𝑛𝑙

2
) ,    𝑛 = 2𝑘 − 1,

√𝑙 𝑡ℎ (
𝑑𝑛𝑙

2
) ,    𝑛 = 2𝑘,

 

(8) 

Заметим, что система (8) ортонормирована и полна в пространстве 

𝐿2[0, 𝑙] и образует в нем ортонормированный базис. 

Решение поставленной задачи (2)-(5) будем искать в виде суммы 

рядов: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

+ ∑ 𝑣𝑛(𝑡)𝑌𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

. 

где 

𝑢𝑛(𝑡) = 𝜑𝑛𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑑𝑛
2  𝑡 +

𝜓𝑛

𝑎𝑑𝑛
2

𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑑𝑛
2  𝑡, 

здесь 

𝜑𝑛 = ∫ 𝜑(𝑥)𝑌𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0

,            𝜓𝑛 = ∫ 𝜓(𝑥)𝑌𝑛(𝑥)𝑑𝑠

𝑙

0

, 

𝑣𝑛(𝑡) =
1

𝑎𝑑𝑛
2

∫ 𝐹𝑛(𝑠) sin 𝑎𝑑𝑛
2 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑠

𝑙

0

, 

и 

𝐹𝑛(𝑡) = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑡)𝑌𝑛(𝑥)𝑑𝑥.

𝑙

0

 

а 𝑌𝑛(𝑥) определяется по формуле (8). 

Для доказательства единственности решения поставленной задачи 

воспользуемся следующим утверждением из работы . 
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Теорема 1. Если существует решение начально-граничной задачи 

(2)-(5), то для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇] справлива следующая оценка 

∫(𝑢𝑡
2 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥

2 + 𝐿𝑢2)𝑑𝑥

𝑙

0

≤ 𝑒𝑇 [∫(𝜓2(𝑥) + 𝑎2𝜑′′2(𝑥) + 𝐿(𝑥)𝜑2(𝑥))𝑑𝑥

𝑙

0

+ ∬ 𝐺2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷

] . 

(9) 

где функция 𝐿(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. 

 

Обратим внимание, что имеет место соотношение 

𝐸0(𝑡) =
1

2
∫(𝜌𝑆𝑢𝑡

2 + 𝐸𝐽𝑢𝑥𝑥
2 + Λ(𝑥)𝑢2)𝑑𝑥 =

1

2𝜌𝑆
∫[𝑢𝑡

2 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥
2 + 𝐿𝑢2]𝑑𝑥

𝑙

0

𝑙

0

=
1

𝜌𝑆
𝐸(𝑡). 

Доказательство.  Рассмотрим тождество 

𝑢𝑡𝐿∗𝑢 =
1

2
(𝑢𝑡

2 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥
2 + 𝐿(𝑥)𝑢2)𝑡

′  + 𝑎2(𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑥𝑢𝑥𝑥)𝑥
′ . 

Интегрирую по области 

𝐷𝜏 = 𝐷 ∩  {𝑡 < 𝜏},    0 < 𝜏 ≤  𝑇, 

и с учетом формулы Грина получим соотношение 

𝐸(𝜏) − 𝐸(0) + 𝑎2  ∫(𝑢𝑡 𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑡𝑢𝑥𝑥)|𝑥=𝑙𝑑𝑡

𝑙

0

− 𝑎2  ∫(𝑢𝑡 𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑡𝑢𝑥𝑥)|𝑥=0𝑑𝑡

𝑙

0

= ∬ 𝑢𝑡𝐺(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷𝜏

. 

Это соотношение вместе с граничными условиями (5) означает, что 
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𝐸(𝜏) = 𝐸(0) + ∬ 𝑢𝑡𝐺(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐷𝜏

.                            (10) 

В силу известного неравенство 2𝑎𝑏 ≤  𝑎2 + 𝑏2, соотношение (10) 

перепишется в следующем виде: 

𝐸(𝜏) ≤ 𝐸(0) +
1

2
∬ 𝐺2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷𝜏

+
1

2
∬ 𝑢𝑡

2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐷𝜏

= 𝐴 +
1

2
∫ 𝑑𝑡

𝜏

0

∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑥

𝑙

0

≤ 𝐴 +
1

2
∫ 𝑑𝑡

𝜏

0

∫(𝑢𝑡
2 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥

2 + 𝐿(𝑥)𝑢2

𝑙

0

)𝑑𝑥 = 𝐴 + ∫ 𝐸(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

0

. 

Таким образом, для любого 𝜏 ∈ [0, 𝑇] приходим к интегральному 

неравенству 

𝐸(𝜏) ≤ 𝐴 + ∫ 𝐸(𝑡)𝑑𝑡
𝜏

0
.                                     (11) 

 

Умножаем последнее неравенство на 𝑒−𝜏 и приводим к виду 

𝑑

𝑑𝜏
[𝑒−𝜏 ∫ 𝐸(𝑡)𝑑𝑡

𝜏

0

] ≤ 𝐴 𝑒−𝜏. 

Интегрирую последнее неравенство по 𝜏 от 0 до 𝑇, получаем 

𝐴 + ∫ 𝐸(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

≤ 𝐴𝑒𝑇 . 

Отсюда вместе с неравенством (11) следует оценка (9). 

Следующие утверждения следуют из оценки (9). 

Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 правая часть уравнения (1) 

равна нулю, т.е. 𝐺(𝑥, 𝑡) ≡ 0, то соотношение 

𝐸(𝑡) = 𝐸(0) =
1

2
∫[𝜓2(𝑥)+𝑎2𝜑′′2(𝑥) + 𝐿(𝑥)𝜑2(𝑥)]𝑑𝑥

𝑙

0

 

(12) 

справедливо для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇], т.е. из соотношения (12) следует, 

что полная энергия свободных колебаний однородной балки остается 
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постоянной и равной его начальной энергии на протяжении всего процесса 

колебаний. 

Справедливость отношения (12) непосредственно следует из 

отношения (9). 

Следствие 2 (теорема единственности). Если существует функция 

𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющая условиям (2)-(3) и граничным условиям (5), то она 

единственна. 

Доказательство. Предположим, что существуют две функции 

𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡), удовлетворяющие условиям теоремы 3.1. Тогда их 

разница 

𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) 

принадлежит классу (3) и удовлетворяет однородному уравнению  

𝐿∗𝑢 = 0 в 𝐷, нулевым начальным 𝑢(𝑥, 0) =  𝑢𝑡(𝑥, 0) ≡  0 и граничным 

условиям (5). Для такого решения из (12) имеем 

𝐸(𝑡) =
1

2
∫(𝑢𝑡

2 + 𝑎2𝑢𝑥𝑥
2 + 𝐿(𝑥)𝑢2)𝑑𝑥

𝑙

0

≡ 0.  

Если 𝐿(𝑥) > 0, то последнее тождество возможно тогда и только 

тогда, когда 𝑢𝑡(𝑥, 0) ≡ 0, 𝑢𝑥𝑥 ≡  0 и 𝑢 = 0 в 𝐷. Если 𝐿(𝑥) = 0, то  

𝑢(𝑥, 𝑡)  =  𝑐1𝑥 +  𝑐2, где 𝑐1 и 𝑐2 - положительные постоянные. Так как 

функция 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет граничными условиям (5), то 𝑐1 = 𝑐2 = 0. 

Следовательно, 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0 в 𝐷. 
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